Задачі для обласної олімпіади з математики

для 10 класу
1. Знайти область значення функції:  [image: image2.png]T e



.
Розв’язання.

Задачу можна сформулювати таким чином: знайти всі значення р при кожному з яких рівняння    [image: image4.png](-1)2



=р  має дійсні корені.

Записане , як легко переконатися, рівносильне рівнянню 
 p[image: image6.png]Qp+Dx+p




.

Якщо    р=0,   то   х=0 -   корінь рівняння.
Якщо   р ≠0, то наявність дійсних коренів випливає з умови D≥0, тобто

[image: image8.png]p+1)*
—4p?



≥0, [image: image10.png]abo 4p + 1



≥0, [image: image12.png]1
abop = —3



.

Отже, множина значень даної функції   [image: image14.png]


.

Відповідь: [image: image16.png]


.
2. Розв’язати рівняння:  [image: image18.png]X+ 34y 1



+[image: image20.png]x—2



=[image: image22.png]


.
Розв’язання.

Перепишемо дане рівняння у вигляді:

[image: image23.png]Wx=1-22+ |(x—1-1)2=1a60 Vx—1-2|+|Vx—1-1|=1




Розглянемо окремі три випадки:  0≤[image: image25.png]


<1;   1≤[image: image27.png]


≤2;    [image: image29.png]


>2.

Розкриваючи в кожному з цих випадків знак абсолютної величини, одержимо, що у першому і третьому випадках рівняння не має розв’язків, а в другому випадку перетворюється в тотожність. 

З нерівності    1≤[image: image31.png]


≤2  знаходимо: [image: image33.png]2 = x = 5.0mxe,[2;5]



.

Відповідь: [image: image35.png][2;5]



.

3. Довести нерівність: [image: image37.png]Jo—x—y+yx+3+ [y +1



≤[image: image39.png]



Доведення.

Оцінимо кожний з доданків лівої частини, скориставшись нерівністю 





[image: image41.png]Vab <

at+b



.

[image: image43.png]Ji—x—y =JG-x-»n-1



≤[image: image45.png]S-x-yl+1



; 
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[image: image47.png]NS B Crsyp Pt

Q+1)+1

y+2
2

Y

+1




Оцінимо суму: [image: image49.png]Vi—x—y+yx 3+ y+1<3-T-2+7+2+7



+1=6.
Отже,  [image: image51.png]Js—x—y+Vx+3+y+1=6



 що і треба довести.
4. Нехай а та в – додатні числа. Знайти додатні значення х, що задовольняють рівняння: [image: image53.png]VaZ —ax+x% +/b2 —bx + x?



=[image: image55.png]


.
Розв’язання.

В





Нехай  ОА= а, ОВ= в, ОХ=Х, <ХОА=<ХОВ=60°.







Тоді за теоремою косинусів з ∆ОАХ







АХ=[image: image57.png]2ax cos 60°



=[image: image59.png]VaZ —ax + x2;










з ∆ОВХ  ХВ = [image: image61.png]






      Х


з ∆ОАВ:  АВ = [image: image63.png]v abcos120° + b?











[image: image65.png]


.
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На основі рівняння [image: image67.png]VaZ —ax+x% +/b2 —bx + x?



=[image: image69.png]


 маємо, що АХ + ХВ = АВ, тому точка Х лежить на відрізку АВ. Але тоді для площ відповідних трикутників маємо рівність: 

[image: image71.png]Ssaox = Ssaox + Susox,



 тобто  [image: image73.png] absin 120° = > axsin 60° + 2 b sin 60°.




[image: image75.png]3Bigcu Maemo: ab = ax + bx. OTie,



 [image: image77.png]ab
ath



.
Відповідь: [image: image79.png]ab
a+h



.
5. Обчислити:    [image: image81.png]7+2011xy | 7+2011yz | 1+2011xz
T+7x+xy | T+y+yz 1+z+xz
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 Розв’язання.

Помножимо чисельник і знаменник другого дробу на [image: image83.png]


, а третього на [image: image85.png]Xy



. Врахуємо, що за формулами Вієта для заданого рівняння [image: image87.png]Xyz =




[image: image89.png]7+2011xy
T47xtxy



+[image: image91.png]70+2011ayz | xy+2011xyz _ 742011xy | 7x+20117 | xy+20117x
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=[image: image93.png]7+2011xy+7a42010 7 4ay 2012 7x | (747x+x) #2017 4744Y) _ 519
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Визначимо, що для функції [image: image95.png]f(H)=t>+9t> -9t -7



 виконуються нерівності 

             [image: image97.png]f(=10) < 0;f(-=1) > 0;f(0) < 0;f(2) > 0



, то задане рівняння 
[image: image99.png]t3+9t2—9t—7 =0



 має три дійсні корені. Протее безпосереднє їх обчислення повязане з певними труднощами і підстановка їх у заданий вираз привела б до громіздких обчислень з радикалами.

 Відповідь: 2012.
